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Communicated at the meeting of November 25, 1967) 
Auf ,geometrischem" Wege lii.13t sich, nach Hinzufiigung der Axiome 
ua, llb, in jedem i 0 ein total-additives Ma.B mtl> einfiihren, wobei aus 
Existenz von mtl> (E) (E ~ io) folgt Existenz von /lt~> (E), gleich mtl> (E). 
Ein letztes Axiom (Vitali-Axiom) liefert die Aquivalenz der Ma.Be mtl>, /lt~>. 
Fiir jede Funktion I, mit If I R-integrierbar in bezug auf C/J, existiert nun 
auch das Riemann-Integral von I selbst, mit J1.0 I dC/J= St0(LS) I dp,tl> = 
= Jg0 (LS) I dmtl>. 
§ 10. In Nachahmung des Verfahrens, welches im n-dim. euklidischen 
Raum Rn, ausgehend vom elementaren Ma.B der Intervalle, zum Lebes-
gueschen Ma.B m fiihrt, la.Bt sich hier in jedem Intervall io C X ein Ma.B mt~> 
festlegen. 
Definition. Bei E ~ io sei 
ma, tt~(E) =untere Grenze aller Summen I C/J(iJ), mit E ~I iJ, und die 
(i) (i) 
Menge der Interfalle i1 endlich oder abzahlbar unendlich. 
Es ist somit ma,t~>(E);;i,C/J(io). Auch ist der Wert von ma,t~>(E) von der 
Wahl von io ~ E unabhangig. 
Bemerkungen. a) Fiir die leere Menge 0 ist ma, t~>(O)=O; 
b) Fiir jede Teilmenge E eines Intervallrandes ist ma, t~> (E)= 0, wie 
mit Axiom {K, C/J}, Axiom 10° und der 0'-Additivitat von C/J (A, § 3) folgt; 
00 ,00 
c) ma,t~>( IEJ)~ Ima,t~>(EJ) (jedes E1~io); 
i=l i=l 
d) ma,tt~(i)=ma,w(i); denn ma,t~>(i)~ma,t~>(i)~(nachc)) ma,t~>(i)+ 
+ma, w(i-i)=ma, t~>(i); 
e) ma,w(i)=~(i). 
Beweis. Bei lJberdeckung von i mittels abzahlbar vieler Intervalle 
{i1} la.Bt sich jedem Punkte P von i eines der P enthaltenden Intervalle i1 
hinzufiigen; in dieser Weise entsteht eine Riemann-Klasse 2r(i) (A, § 2) 
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als echte oder unechte Teilklasse der {ii}· Mit Axiom 7° (A, § 2) und 
der beschrankten Additivitat von if> folgt nun immer: if>(i) 2 I if>(ij), 
(i) 
somit auch if>(i) 2ma, (/)(i), wahrend Axiom 10° (B, § 5) und die a-Additi-
vitat von if> (A, § 3) zu ma,(J)(i)2if>(i) ftihren. 
Definition. Bei E ~ io sei 
mt, (/)(E)= if>( io)- ma, (/) ( io-E). 
Bemerkung. Wieder Wert von ma,(J)(E) ist auch der von mt,<I>(E) 
von der Wahl von io ~ E unabhangig. 
Beweis. Es wird gentigen [wie aus Axiom 3a (A, § 1) hervorgeht] 
zu zeigen daB 
(35) if>(io)-ma,(J)(io-E)=if>(io*)-ma,(J)(io*-E) bei io*:) io. 
Nach Axiom 10° gibt es Intervalle {in} mit i1 C i2 C i2 Cia C ... C io 
und lim in= io. 
Bei H ~ io C io* und r; > 0 gibt es zu jedem in eine Uberdeckung von 
(io* -i0) +in ·H durch abzahlbar viele Intervalle {wk<n>} mit 
(36) I if>(wk<n>) <ma, <I>[(io* -io) +in ·H] +r;. 
(k) 
Axiom 4b (A, § 1) liefert eine Darstellung von io*: 
(37) io* =io+ I ue, 
(t) 
wobei i 0 und die (endlich vielen) Intervalle ue disjunkt sind. Eine Uber-
deckung eines Ut durch abzahlbar viele Intervalle erhalt man durch 
Anderung eines jeden Intervalles wk<n) mit wk<nl · Ut # 0 in das Intervall 
vk:lt _ wk<n> · ue. Eine solche Uberdeckung von in· H wird erhalten bei 
Ersetzung eines jeden wk<n) mit wk(n) ·in· H # 0 durch das Intervall 
tlk(n) _ wk<n) ·in+l· Jedes ursprtingliche Intervall wk<nl enthalt in dieser 
Weise ein Teilintervall eines Ut oder mehrerer Ut und (oder) von in+l; 
gibt es mehrere, so sind sie jedenfalls disjunkt. Damit folgt: 
jedes Ut =I Vk:lt, in· H C I 'tlk(n) ~ in+l, 
(k) (k) 
und, wegen if> additiv und nicht-negativ flir endlich viele Teilintervalle, 
welche mit den zugehorigen vk:lt und tlk<n> ein wk<n> ausftillen, 
(38) I if> {vk~;) +I if> (tlk(n)) 2 I if>(wk<nl). 
(k.t) (k) (k) 
Axiom 10° liefert flir jedes Ut die Existenz von Intervallen ue<P) cUt 
mit lim Ut<Pl=ut; Betrachtungen wie im Beweise von e) liefern 
p-->-00 
if>(ut<Pl 2 I if>(vk:i), also auch if>(ue) 2 I if>(vt;). 
(k) (k) 
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Dadurch folgt a us (36) und (38): 
~ lP(ut) +ma, <I>(in·H)~ma, <I>[(io* -io)+in ·H] +1], 
(I) 
und, weiter mit (37) und 17 --7- 0, 
(39) <P(io* -io) + ma, <I>( in ·H) ~ma, <I>[(io* -io) +H]. 
Es ist 
l ma, <I>(H) ~ma, <J>(H ·in)+ma, <J>[H · (io-in)] ~ma, <J>(H ·in)+ (40) +ma,<I>[io-in]~ 24) ma,<J>(H·in)+lP[io-in]. 
Mit der a-Additivitat von lP und lim in= io folgt, fiir n --7- oo, <P[io- in]= 
=W(io)-<P(in)=W(io)-<P(in) --7- 0; also geht (40) dabei tiber in 





wodurch schlieBlich aus (39) folgt: 
<P(io* -io) +ma, <I>( H) ~ma, <J>[(io*- io) +H]. 
Man hat jedoch auch 
ma, ti>[(io* -io)+H] <:::,ma, <I>(io* -io) +ma, <I>(H), 
und 
ma, <I>(io *- io) <:::, 24) <P(io*- io) = <P(io*)- <P(io) = <P(io*)- <P(io). 
Aus den drei letzten Formeln erhalt man 
<P(io*)- <P(io) +ma, ti>(H) =ma, ti>[(io*- io) +H]; 
bei Ersetzung von H durch io-E folgt das gewiinschte Resultat (35). 
Definition. Sind mt,<I>(E) und ma,<J>(E) einander gleich, so definiere 
ihr gemeinsamer Wert das Lebesgue-Stieltjessche <P-Maf3, m<I> (E), von E. 
Satz. mt,<J>(E)<:::,ma,<I>(E). 
Beweis. Es sei E C io. Dann ist nach den Bemerkungen e) und d); c) 
<P(io) =ma, <I>(io) ~ma, <I>(E) +ma, ti>(io-E) oder 
mt, ti>(E) = <P( io)- ma, ti>( io- E)<:::, ma, <J>(E). 
Folgerung. mt,ti>(O)~ma,<I>(O)=(a)) 0, also m<I>(O)=O. 
24) Man wende e) an. 
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Satz. m<P (io)=lP(io) fiir jedes Intervall i 0• 
Beweis. ma,<P(io)=lP(io), nach d) und e), und 
mi, <P(io) = lP(io) -ma, <P(io- io) = lP(io)- 0, nach Folgerung. 
Satz. Jede Menge E~io mit ma,<P(E)=O hat ein m<P-1\'IaB gleich 
Null; dies gilt insbesondere fiir die 1\'Iengen von St2 (A, § 1 ). 
Satz. Ausu1 ~ io[(j= 1, ... n)oder (j= 1, ... , n, ... )], uh ·U;2 =0 (h=Fj2) 
folgt die Existenz von m<P [ ~ ~t1 ], mit 
(j) 
m<P (~ u;)= ~ m<P (u1); 
(i) (i) 
dies bleibt der FaJI wenn man die Mengen u1 teilweise oder alle durch 
Hinzuftigung von u;- UJ oder einer Teilmenge von u;- ~LJ erweitert. 
Beweis. Wir betrachten, erstens, den Fall von endlich vielen Inter-
vallen ~t;. Nach Axiom 4b gibt es endlich viele weitere disjunkte Teil-
intervalle v1, ... , vk von io, mit 
n k 




lP(uo)= ~ lP(u1)+ ~ lP(ih), 
~1 !~1 
woraus mit Axiom 10°, 2e Halfte (B, § 5), der a-Additivitat von lP und 
k k 
der Definition von ma,<P folgt ~(_f)(ih)~ma,<JJ( ~vl), und somit 
!~1 !~1 
k n 
lP(uo)- ~ ma, .p(vl) ~ ~ lP(uJ), 
!~1 i~1 
also auch 
" " mt, <P ( ~ u;) ~ ~ m<P (1t1). 
i~1 i~l 
Daneben ist 
n " ~ma,<P(u;)~ma,<P( ~UJ)· 
i~l ;~1 
" " Somit folgt, daB m.p ( ~ u1) existiert, gleich ~ m<P (uJ). 
i~l i~1 
Sei nun die Menge der Intervalle UJ abzahlbar unendlich. Dann ist fur 
jede nattidiche Zahl n 
n n oo oo oo 
~m<P(uk)=m.p( ~uk)~mi,<t>( ~uk)~ma,<P( ~uk)~ ~ma,<P(uk); 
k~l k~l k~1 k~1 k~l 
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00 
n-+ oo liefert die Existenz von mr» ( L uk), mit 
k=l 
00 00 
mr» ( L uk) = L mr» (uk)· 
k=l k=l 
Die letzte Behauptung des Satzes folgt mit den Bemerkungen b), c) 
und mt;;;;,ma [man beachte: aus Existenz von mr» (E) und ma,r»(F)=O 
folgt mr» (E+F)=mr» (E)]. 
§ 11. Eine in A, § 3 gemachte Bemerkung fiihrt zu der im weiteren 
vorauszusetzenden Annahme: 
ua. jede in einem Intervall io enthaltene offene Menge ist Summe von 
abzahlbar vielen abgeschlossenen Intervallen uk, mit uk1 · uk2 = 0 (k1 =I= k2). 
AuBerdem sei hinzugefiigt die Annahme: 
Ub. zu jedem Paar von in i 0 enthaltenen offenen Mengen !h und D2 
gibt es, gemaB ua, Darstellungen D1= :Luk, mit uk1·uk2=0 (k1=!=k2), 
(k) 
bzw. D2 = L iiz, mit vz1 • vz2 = 0 (lt =1= l2); diese sollen immer so gewahlt 
(I) 
werden konnen, daB fiir je zwei Intervalle uk, Vz entweder uk · vz = 0 oder 
uk C vz oder vz C uk oder Uk = vz gilt. 
Nach dem letzten Satz ist dann 
(41) mr»(D1)+mr»(D2)= :Lmr»(uk)+ :Lmr»_(iiz). 
(k) (I) 
Die Intervalle uk gehoren zu einer der drei Gruppen: 1 o die Uk' mit 
Uk' · Vz = 0 fiir jedes Vz; 2° die ukn mit Ukn ~ Vz fiir ein Vz; 3° die Uk"' mit 
Uk"' ~ ein vz; dane ben gehoren die Vz zu: 1 o die Vz' mit uk · Vz' = 0 fiir jedes 
Uk; 2° die vzn mit Vzn :) ein Uk; 3° die Vz"' mit Vz"' C ein Uk. Der zitierte 
Satz liefert: 
und mr»(Ql.Q2)= :Lmr»(uk"')+ :Lmr»(Vz"'). 
(k"') (1111) 
Aus (41) und (42) folgt nun 
(43) 
also der 
Satz: Fiir in io liegende offene Mengen D1 und D2 gilt immer die 
Relation ( 43). 
Sat z. Gibt es ein MaB mr» fiir zwei Teilmengen E1, E 2 von i 0, so gilt 
dassel be fiir E1 + E2 und E1 · E2; dabei ist 
mr» (E1) + mr» (E2) = mr» (E1 + E2) + mr» (E1 · E2). 
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Beweis. Bei s>O gibt es eine Uberdeckung von Ei (j= 1, 2) durch 
abzahlbar viele Teilintervalle ui<k> von i 0 mit I 1/>(u/k>)<ma,<t>(EJ)+s. 
(k) 
Die u/k> bilden samtlich eine offene Menge D;, welche E1 enthalt, wodurch 
(44) ma, <t>(EJ) ~m<P (QJ) ~ _I tP(uJ<k>) <ma, <t>(EJ) +s. 
(k) 
Aus E1 +E2 ~ D1 +D2 und E1·E2 ~ Q2.Q2 folgt, mit (43) und (44}, 
ma, <t>(EI + E2) + ma, <P (EI · E2) ~ m<P (QI + D2) + m<P (QI · D2) < ma, <t>(E1) + 
+ma,<t>(E2)+2s, 
also auch 
Durch Anwendung von (45) auf die Mengen io-El und io-E2 erhalt 
man: 
ma, ,z;[(io- E1) + (io -E2)] +ma, <t>[(io- E1) · (io-E2)] ~ 
~ma. <P(io-EI) +ma, <t>(io-E2}, 
oder 
Aus (45) und (46) folgt unmittelbaar der weitere Beweis. 
Satz. Aus E1CE2~io und der Existenz von m<t>(EJ) (j=1,2) folgt 
daB auch m,z; (E2- E1) existiert. 
Beweis. Da E2-E1=E2·(io-E1)=io- [(io-E2)+EI], folgt nach-
einander die Existenz von m<P (io-E2}, von m,z; [(io-E2)+EI], von 
m<t> (E2-E1). 
Satz. Gibt es in i 0 abzahlbar viele disjunkte Teilmengen E1 mit MaB 
m<P (j = 1, 2, ... ),so hat auch I Ei ein Mal3 m<P, mit m<P ( I EJ) = I m<~> (E,). 
m m m 
Beweis. Mit (46) folgt hier 
mt, <t>(EI) +mt, <t>(E2)~mi, <t>(E1 +E2), 
was sich sofort erweitern lal3t zu 
n n oo 
_Imi,<t>(EJ)~mi,<t>( _IEJ)~mt,<t>( _IE,). 
i-1 ~1 i~l 
Nach § 10, c) ist auch 
00 00 
ma,<t>( _IEJ)~ L,ma,,z;(EJ). 
i~1 i=l 
Mit mt, 121 ~ ma, 121 folgt nun der Satz. 
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Die Satze dieses Par. zeigen, daf.J in io die Mengen mit Lebesgue._Stieltjes-
schem tf>-Ma{J, m~, einen (1-Korper bilden, auf welchem m~ nicht-negativ, 
endlich und total-additiv ist. Fiir das MaB f.t~ lieB sich in B, § 7bis ein der-
artiges Resultat schon ohne die Axiome ua, llb ableiten. 
§ 12. Satz. Jede Teilmenge w von io hat ein allgemeines tf>-MaB, 
dessen Wert gleich dem des ebenfalls existierenden Lebesgue-Stieltjesschen 
tf>-MaBes von w ist: 
Beweis. Nach Axiom ua. gibt es eine Darstellung 
w= I ilk, mit uk1 ·Uk2 = 0 (k1#-k2). · 
(k) 
wobei nach dem letzten Satz von § 10: 
m~ (w) = I m~ (ilk). 
(k) 
Bei Benutzung einer Riemann-Klasse 2l[io], welche jedem Punkt PEw 
eine Umgebung i(P) C w hinzufiigt, folgt nun: 
m~(w)= Im~(uk)= ItP(uk)=(Kor. c und Def. in B, § 5) I~-t~(uk)= 
00 00 00 
= (B, § 7bis, letzter Satz) f.t~( I Uk) oder f.t~(w)= s~o Cwdtf>;;;;; (A, § 3biB) 
(k) 
F[oJ[Cro; {2t[io]; (!)}] = (Def. in A, § 3bis und Def. d<ll in A, § 3) I (l)(uk); 
(k) 
somit: 
f.t~ (w)=m~ (w). 
Die erste Definition von § 10 mit dem vorigen Satz liefert: 
Satz. Bei E ~ io und e>O gibt es in io eine offene Teihnenge D mit 
Satz. Bei A~ io ist fiir die zugehorigen auBeren und inneren all-
gemeinen- und Lebesgue-Stieltjesschen (1)-MaBe: 
(47) 
Beweis. Es geniigt die erste Relation (47) zu beweisen. 
Zu positivem e gibt es, nach dem vorigen Satz, eine offene Teilmenge D 
von io mit 
woraus die gesuchte Relation folgt. 
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Korollar. Jede im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne <P-me{Jbare (insbes. 
jede Borel-25) Menge A in io hat auch ei'n allgemeines <P-M a{J; dabei ist 
f/-tJ> (A)=mt!> (A). 
Man erhalt mit diesem Korollar als 
Spezialfall des Theorems 16 (in B, § 9): Hat eine Funktion f 
ein LS-Integral iiber io in bezug auf das gewohnliche LS-MaB mtJ>, so hat 
sie auch ein allgemeines R-Integral iiber io in bezug auf <I>, mit 
§ 13. Es ist moglich die Umkehcung des Korollars, und damit die 
Identitat der heiden MaBbegriffe und der zugehorigen LS-Integrationen, 
zu beweisen nach Hinzufiigung eines neuen Axioms, im Sinne von Vitali 
(Vitali-Axiom). 
Angefangen wird mit einer Hilfsintegration im Perronschen Sinne. 
Definition. Eine im Intervall io fiir die Teilmengen E K 0 {Sh, ~2} 
(A, § 1) definierte endlichwertige Mengenfunktion P, gleich Null fiir die 
Mengen von ~2, ist in io semi-additiv nach oben, falls aus 
" i ~ io, i = ! i1c, i1c1 • i1c2 = 0 (kl'l=- k2) 
k~l 
immer folgt 
" P(i);;?; ! P(i1c); 
k~l 
sie ist in io semi-additiv nach unten, falls fiir eme solche Zerlegung in 
Intervalle gilt: , 
P(i);;;; ! P(i1c). 
k~l 
Definition ~- In io ist eine fiir die Teilmengen EKo endlichwertige, 
fiir die Mengen E ~2 nullwertige, nach oben semi-additive Mengenfunktion 
Po eine zu der in io beschriinkten Punktfunktion f adjungierte <P-Majorante, 
wenn: 
1. Po in io stetig in bezug auf <I> ist, d.h. wenn es zu jedem i ~ io bei 
willkiirlich positivem 'fJ ein positives e und eine Riemann-Klasse 
2r{e;r}[r] = 2!6 [r] gibt so daB bei jeder zugehorigen 2r{e;r}[r]- oder 
(einfacher geschrieben) 2!8 [r]-Uberdeckung 26) des Randes r = i-i, mit 
Uberdeckungsintervallen {ui}, gilt 
I! Po[uri]l<n; 
(i) 
25) Siehe auch die schon angefiihrte Bemerkung von A, § 3 neben Axiom ua. 
26 ) Eine derartige Uberdeckung ist ein Spezialfall der in Axiom {K, !l>} (in A, § 3) 
angewandten \lf{:E•n;:EEn}-Uberdeckungen von r, den man erhalt bei E1=r, die 
iibrigen En leer, und e1=e>O, die iibrigen e11 =0. 
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2. fiir eine mit Po korrespondierende Riemann-Klasse W[io] (siehe A, 
§ 2, Def. ex), bei P E i 0, P E u ~ i 0 · i(P), mit i(P) E W[io], immer 
Po [u] ~I(P) .([)[u] 
ist; dabei sei auBerdem bei i ~ i0 und ([)[i] = 0 auch P 0 [i] = 0. 
Die Definition@ einer zu I in i 0 adjungierten (1)-Minorante Pu (nullwertig 
fiir die Mengen E sr2 und semi-additiv nach unten) ist nun evident. 
Die fiir die Teilmengen E Ko nach oben semi-additive Differenz Po- Pu 
ist nicht-negativ 27) fiir diese Mengen. Dadurch liegt die zugehorige 
Definition.\) des (PS)-Integrals von I uber io, fi 0 (PS) I d([), auf der Hand; 
fiir die Mengen E sr2 ist das Integral gleich Null zu nehmen. 
Definition. Gibt es bei in i 0 beschrankter Funktion I sowohl ([}-
Majoranten wie ([}-Minoranten, so sei 
ft 0 (PS) I d([)=untere Grenze aller Po [io] 
und 
f io (PS) I d([) = obere Grenze aller Pu [io]. 
Dann ist 
Auch folgt aus der Existenz von fi0 (PS) I d([) die von fi(PS) I d([) fiir 
jedes Intervall i C i 0 ; dane ben die Moglichkeit der eindeutigen Erweiterung 
des Integrals tiber die zu Ko gehorenden Teilmengen von i 0 zu einer fiir die 
zu K (A, § 1) gehOrenden Teilmengen beschrankt additiven Mengen-
funktion. 
Hilfssatz m. Jede in io beschrankte Funktion I hat ein oberes und 
ein unteres allgemeines Riemann-Integral in bezug auf([) tiber io, fio I d([) 
bzw. fto I d([) (A, § 3bis, Def.). Bei s>O gibt es eine in io zu I adjungierte 
([}-Majorante Po und eine in io zu I adjungierte ([}-Minorante Pu, mit 
27) Es genugt den Beweis fiir Teilintervalle von io zu geben. Zu lJ'o gehore, 
gemaB Def. ~.die Riemann-Klasse 5lt[io], daneben zu lJ',., gemaB Def. Cll, die Riemann-
Klasse ll('[io]. Zu einem fest gewahlten lntervall i~io 1_md positivem 'YJ gibt es 
dann positive e und s' und zugehorige ~.[r]- bzw. ~.,[r]-Uberdeckung von r == i-i 
gemaB Def. ~. 1 bzw. Def. Cll, 1. Es gibt eine Riemann-Klasse 5lt"[io] C 5lt[io] und 
C ~'[io]; die durch ~"[io] den Punkten von r zugewiesenen Umgebungen lassen 
sich dabei noch derartig wahlen daB sie eine Riemann-Klasse 5ll"[r] bilden, mit 
5ll"[r] C 5ll.[r] und C 5ll.,[r]. Durch Beschrankung zu den Punkten von i geht aus 
~"[io] eine Riemann-Klasse ~"[i] fiir i hervor. Mit Def. ~ und Def. Cll und einer 
nach Axiom 7° existierenden ~"[i]-Zerlegtmg von i folgt lJ10 [i]-lJ',.[i] > -21], 
also auch ~ 0 (man beachte die Semi-Additivitat nach oben von lJ'o- lJ'u). 
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Be wei s. Mit A, § 3bis folgt, bei s > 0 und I beschrankt in i0 , die 
Existenz einer Riemann-Klasse m:[io], fiir die 
(48) 
Fiir jedes Teilintervall i von i0 sei m:[i] die aus m:[io] durch Beschrankung 
auf die Punkte von i hervorgehende Riemann-Klasse; sie liefert einen 
endlichen Wert von F[oJ[I; {m:[i]; $}].Nun andern wir m:[i] ab: 1° fiir 
jeden Punkt P E i bleibe i(P) wie in m:[i]; 2° bei den Randpunkten von i 
lassen sich, wegen Axiom {K, $},die urspriinglichen Umgebungen in m:[i] 
abzahlbar viele Male derartig einschranken, daB das kte Mal eine Riemann-
Klasse (m:s/2"'; 'i-i[i-i], kiirzer:) m:s/2"' [i-i] entsteht, bei der fiir jede 




Fiir die dabei entstehenden Riemann-Klassen m:k(i] (k= l, 2, ... ) bilden 
die Werte 
(49) 
eine nicht-zunehmende Folge; der endliche Grenzwert (~[tId$) sei 
(50) Po[i](~F[oJ[I; {m:[i]; $}]). 
Fiir die zu Sfz gehorenden Teilmengen von io sei P 0 der Wert Null 
zugewiesen. 
Fiir die so in io fiir die Teilmengen E Ko gebildete Mengenfunktion P 0 
ist wegen der Beschranktheit von I Bedingung l. von Definition U: erfiillt; 
mit A, § 3bis, Def. (und § 4), und der Definition von Po [i] als Grenzwert 
der Werte (49) folgt auch die Semi-Additivitat nach oben von Po. 
Bei PEio,PEu~i[P]·io,i[P]Em:[io] ist 
I(P)·$[u]~ lim F[oJ[f; {m:k[u];$}]=P0 [u].28) 
k->- 00 
Po geniigt nun, bei der hier betrachteten Funktion I, allen Bedingungen 
der Definition U: (mit der im Anfang des Beweises eingefiihrten m:[io] 
als korrespondierende Riemann-Klasse). 
Mit (48) und (50) folgt die erste Halfte. 
Ebenso beweist man den zweiten Teil. 
Folgerung. Bei I beschrankt in i0 gilt allgemein fiir obere und untere 
allgemeine R- und (PS)-Integrale: 
28) Die Konstruktion von Po[u] ist wie die von jeder Po[i]. 
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Hilfssa tz 58. Gibt es obere und untere (PS)-Integrale in bezug auf 
(/) einer in i 0 beschrankten Funktion f, so folgt, bei s > 0, die Existenz einer 
Riemann-Klasse ll('[io] mit 
(51) 
Analog gibt es dann eine Riemann-Klasse ll(" [io] mit 
(52) 
Beweis. Aus der letzten Definition dieses Par. und Definition ff 
folgt bei s>O die Existenz einer in io zu f adjungierten t/J-Majorante Po, 
mit zugehoriger Riemann-Klasse ll( [ io], fiir die : 
(53) ft 0{PS) f dt/J + s/2 >Po [io]. 
Wegen Bedingung 2. und der Semi-Additivitat nach oben von Po (in 
Def. ff) zusammen mit ihrer Stetigkeit am Rande von io (siehe Bedingung l. 
in Def. ff) und der Beschranktheit von f folgt, daB durch Einschrankung 
der den Punkten von io-io durch \l([io] zugewiesenen Umgebungen eine 
neue Riemann-Klasse ll('[io] entsteht, fiir die: 
Po[io]>F[oJ[f; {ll(' [io]; t/J}]-s/2. 
Mit (53) folgt dadurch (51). 
Analog folgt (52). 
Folgerung. Fiir eine in io beschrankte Funktion f folgt aus der 
Existenz der oberen und unteren (PS)-Integrale i.b.a. (/) tiber i0 : 
Die Folgerungen der Hilfssatze ll( und ?S lief ern so fort: 
Theorem 17. Fur die Klasse der in i 0 beschriinkten Funktionen sind 
die allgemeine R-Integration i.b.a. tP und die (PS)-Integration i.b.a. tP fur 
die Mengen des Korpers K iiquivalent. 
§ 13bis. Vitali-Axiom. Zu jedem Punkte P von i0 soli es eine 
ausgezeichnete Klasse Kl (P) von P enthaltenden Intervallen u(P) ~ io 
geben, welche insbes. die Bedingungen erfiillen: l. zu jedem P enthaltenden 
Intervall i(P) gibt es ein u(P) mit u(P) ~ i(P); 2. zu jedem s > 0 und P 
gibt es ein u(P) mit t/J[u(P)] <s. Es ist somit moglich [der Raum io ist 
stark separabel (nach Ax. Ua)] zu jedem Punkt P einer Teilmenge Evon i0 
eine Folge U1(P) ~ ... ~ Un(P) ~ ... von Umgebungen aus Kl (P) anzu-
weisen mit lim Un(P)={P}, lim t/J[un(P)]=O. 
Die Umgebungen u(P) sollen auBerdem die besondere Eigenschaft 
haben, daB es bei einer festen Zahl ~mit 0<~< 1, und E C i0, ma, 0 (E)>0 
immer endlich viele Punkte Pr, P2, ... , Pk aus E und zugehorige Intervalle 
250 
Un(l) (PI), ... , Un(k) (Pk) aus den Folgen, und paarweise ohne gemeinsame 
inn ere- oder Randpunkte, gibt, flir die: 
k L (/)[Un(J)(PJ)] ~ma, w[E · (Un(I)(PI) --1- ••• + Un(k)(Pk)] >x · ma, w[E]. 
f~l 
Satz. Aus g beschrankt in io, mit fH(PS) g d(/)= 0 fiir jede ~Ienge 
H ~ i0 , E Ko, folgt in io: 
mw [E(gi= 0)] = 0 = ftw [E(g of 0)]. 
Beweis. Fiir jedes 1)>0 laJ3t sich zeigen daB die Teilmenge E[g>1)] 
von io ein auBeres LS-MaB ma, w gleich Null hat. Betrachten wir, im 
entgegengesetzten Fall, eine 1)-Majorante lJI0 von g in io, mit zugehoriger 
Riemann-Klasse 9l:[i0]; dann ist lf'o (H)~ 0 fiir jede Menge H ~ io, E Ko. 
Zu jedem Punkt P E E[g>1)] gibt es eine Umgebung i[P] E 9l:[io], 
somit nach dem Vitali-Axiom auch eine Folge von speziellen Umgebungen 
Um [P] Ci [P] · io (m = 1, 2, ... ), welche sich mit zunehmenden m in P 
zusammenziehen; auBerdem folgt a us dem Axiom, bei 0 < x < 1, die 
Existenz endlich vieler Punkte PI, ... , Pk, E E[g>1)], mit zugehorigen 
Umgebungen Um(l) (PI), ... , Um(k) (Pk) aus den korrespondierenden Folgen 
und paarweise ohne gemeinsame innere- oder Randpunkte, so daB 
k 
L mw [Um(J)(Pj)] ~ma, w[E(g >1)) · 
~1 
mit der Bedingung 2. der Definition '(Y, lf'0 ~0 fiir jede Menge H EKo und 
der Semi-Additivitat nach oben von lf'o folgt dadurch 
lf'o [io] >1) · x · ma, w [E(g >1))] > 0. 
Wegen f io (PS) g d1) = 0 IaBt lf'o sich so wahl en daB ein Widerspruch 
entsteht. 
Also muD ma,w[E(g>1))]=0 sein. 
Ebenso ist ma, w [E(g <1))] = 0. 
§ 14. Theorem 18. Jede in i 0 beschriinkte Funktion f, welche uber 
io ein allgemeines R-Integml i.b.a. (/) hat, ist auch mw-mef3bar in io. 
Beweis. Fiir jede Menge H ~ i 0 und E K sei 
(54) lf'(H)- fH f d(/), 
wobei fH f d1) das allgemeine R-Integral. 
Mit der Definition des allgemeinen R-Integrals folgt, daB lJI eine fiir 
die zu K gehorenden Teilmengen H von i 0 in bezug auf m<P totalstetige, 
additive Mengenfunktion ist,29) welche sich zu einer flir die Borel-Teil-
29) A us If I < N in io folgt llf'(H) I ~ N · mw(H). 
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mengen von io totaladditiven, in bezug auf m.p totalstetigen Mengen-
funktion 'P* erweitern lal3t.30) Nach dem Radon-Nikodymschen Theorem31) 
gibt es in i 0 eine Punktfunktion, welche wir generalisierte Ableitung von 
'P* i.b.a. m.p nennen und durch Dm.p'P* andeuten wollen, 32) und deren 
LS-Integral i.b.a. m.p iiber die Borel-Teilmengen von i 0 mit 'P* zusammen-
fallt; insbes. ist dadurch 
(55) 'P(H)=JH(LS)Dm.p 'P*·dm.p, somit auch 33)=JHDm.p'P*-dctJ 
fiir jedes H ~ i 0, E K. 
Fiir jedes solche H folgt aus (54) und (55) 
0 = f H [f- Dm.p 'P*] ·dcfJ, 
somit · nach Theorem 17 : 
(56) 
Wahrend aus (55) folgt daB Dm.p'P* LS-meBbar i.b.a. m.p ist, folgt, nach 
dem Satz von§ l3bis, aus (56) fiir die Teilmenge E =E(f-Dm.p'P*+O) 
von io: 
Somit ist auch f in io LS-meBbar i. b.a. m.p. 
Korollar. Jede Teilmenge H von io, welche ein MaB /h<P hat, ist auch 
LS-meBbar fiir das MaB m.p und umgekehrt, wobei dann m.p (H)= /h<P (H). 
Dies folgt durch Anwendung von Theorem 18 auf die charakteristische 
Funktion CH von H, zusammen mit dem Korollar von § 12. 
Betrachtet man eine Menge E im Raum X als allgemein C!J-meBbar bzw. 
als LS-meBbar i.b.a. mcp, falls dies fiir i0 -E bei jedem Intervall io(E Sft) 
gilt, so folgt: Die Klasse der M engen mit allgemeinem M a[J ft.p ist im 
Raum X dieselbe wie die der Mengen mit LS-Ma[J mcp; dabei sind die Ma[Je 
der Durchschnitte der M engen mit I ntervallen i 0 immer einander gleich. 
Daneben hat man das 
Theorem 19. Fur jede Funktion, welche in io von einerlei Zeichen ist, 
sind die allgemeine R-Integration in bezug auf C!J, die LS-Integration in 
bezug auf ft.p und die in bezug auf m.p uber i 0 gleichzeitig anwendbar oder 
nicht; im ersten Fall sind dann die drei Integralwerte dieselben. 
30) Denn 'PN(H) == N- m.p(H)- 'P(H) ist eine fi.ir die zu K gehorenden Teilmengen 
H von io nicht-negative, beschrankt· und a-additive Mengenfunktion. Nach einem 
bekannten, schon in der ersten Bemerkung von § 3 (in A) angewandten Verfahren 
hat 'PN(H) eine eindeutige Erweiterung zu einer fiir die Borel-Teilmengen von io 
total-additiven Mengenfunktion; diese ist auJ3erdem totalstetig in bezug auf mcp. 
Auch die zugehorige eindeutige Erweiterung 'P* von 'P selbst auf dem a-Korper 
der Borel-meLlbaren Teilmengen von io hat diese Totalstetigkeit. 
31 ) Siehe S. Saks, Theory of the integral 1937, S. 34-36. 
32) Ebenfalls gleichmaLlig beschrankt in io. 
33) Nach dem Spezialfall von Theorem 16 (§ 12). 
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Beweis. Beschranken w1r uns auf den Fall: f;;;;.O in jedem Punkte 
von io. 
Bei I beschrankt und allgemein R-integrierbar i.b.a. <P in io folgt, nach 
Theorem 18, f m'f> -meBbar in io, und, nach dem zugehorigen Korollar, 
auch Jl'f> -meBbar. Nun folgt sofort die Existenz und Gleichheit der LS-
Integrale fto f d,u'f> und ft0 f dm'f>, wahrend, nach Theorem 16 (in B, § 9), 
auch f io f d<P und f io f d,u'f> einander gleich sind. 
Bei I beschrankt und LS-integrierbar i.b.a. m'f> (/-l'f>) in io, folgt das letzte 
auch i.b.a. /-l'f> (m'f> ), und, nach Theorem 16, folgt f allgemeinR-integrierbar 
i.b.a. <P in io; die Gleichheit der drei Integrale ist klar. 
Ist f nicht beschrankt in io, so sei, fiir die natiirliche Zahl n, f n = inf (f, n) 
in den Punkten von io. Aus Eigenschaften der LS-Integrale folgt bei 
Integrierbarkeit von f iiber io i.b.a. /-l'f> ( m'f>) dassel be fiir fn, mit 
Sto I dp,<P (dm'f>) = lim ft0 In dp,'f> (dm'f>); a us der Existenz des allgemeinen 
n-->oo 
R-Integrals ft 0 I d<Pfolgt, mit Theorem ll (B, § 8), auch die von fto fn d@, 34) 
wonach dann Theorem 9bis (in B, § 7) gibt: fio f d<P= lim fto In d<P. 
n-->oo 
Damit laBt sich der Fall von f nicht beschrankt auf den Fall von be-
schrankter Funktion I zuriickfiihren. 
Folgerung. Jede Funktion f, mit Ill allgemein R-integrierbar in bezug 
auf <P iiber io, hat dann auch selbst ein allgemeines R-Integral in bezug 
auf <P iiber io; ebenfalls existieren ihre zugehoren LS-Integrale, mit 
Bekanntlich gibt es schon im eukl. Raum R2 Funktionen, die allgemein 
IP-integrierbar, dennoch nicht absolut-allgemein <P-integrierbar iiber i 0 
sind. 
ZUSAMMENF AS SUNG 
Die Axiome 11", lib werden hinzugefiigt, und ermoglichen die Einfiihrung in 
jedem Intervall eines L.-S. MaBes m'f>, in bekannter Weise aus mittels Uberdeckungen 
dureh abzahlbar viele Intervalle gewonnenen auJ3eren !l>-MaJ3en und zugehorigen 
inneren !P-MaJ3en hervorgehend. Aus Existenz von m'f>(E) folgt die Existenz von 
ll'fJ(E), mit gleichem Werte. Nach Hinzufiigung eines zweiten, K mit !P verbindenden 
Axioms, Vitali-Axiom genannt, und ebenso wie {K, !l>} in euklidischen Raumen 
R,.(n ;;;;_ 2) beweisbar, ist es, unter Anwendung eines fiir beschrankte Funtionen 
mit der allgemeinen R-Integration aquivalenten Hilfsintegration im Perronschen 
Sinne, m6glich die Aquivalenz von ll'fJ und m<P zu beweisen. Dabei ergibt sich, daJ3 
fiir nich-negative Funktionen die allgemeine R-Integration i.b.a. !P und die LS-
Integrationen in bezug auf ll'fJ und auf m'f> genau ebenso weit fiihren. 
34) Man betrachte in io g == 0, und die Funktionenfolge h1 ==}; h2 == n; h3 == f; 
h4 == n; ... Dann folgt, mit Theorem 12, lim inf hk oder inf (f, n) allgemein !P-in-
tegrierbar. k-..oo 
